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RESUMO

Este trabalho de conclusão de curso apresenta uma análise comparativa entre duas aborda-
gens de imposição de passividade para modelos de sistemas lineares intransientes no tempo
(SLIT) oriundos de um processo de identificação de sistemas a partir de dados experimentais no
domínio da frequência. Utilizando dados experimentais de resposta em frequência de um trans-
formador, foram empregadas técnicas de identificação baseadas no algoritmo Vector Fitting para
obtenção de representações racionais equivalentes. A partir desses modelos, avaliou-se a pre-
sença de violações de passividade e aplicaram-se dois métodos perturbativos para correção:
o método baseado no conceito de Positive Realness, disponível no ambiente do MATLAB com
a Matrix Fitting Toolbox, e o método das Frações Positivas, desenvolvido neste trabalho com o
auxílio do pacote de otimização convexa CVX. Os resultados indicaram que ambos os métodos
foram capazes de garantir a passividade dos modelos, sendo o método baseado na Positive Re-
alness o que apresentou menor erro médio e maior aderência às medições originais. O método
das Frações Positivas, por sua vez, apresentou erro superior. Ainda assim, a implementação
demonstrou-se funcional em casos com uma entrada e uma saída (SISO) e contribui para o
avanço das técnicas de modelagem passiva, oferecendo uma base para futuras aplicações em
sistemas com múltiplas entradas e múltiplas saídas (MIMO) e integração com ferramentas de
simulação.

Palavras-chave: passividade; vector fitting; frações positivas; cvx .



ABSTRACT

This undergraduate thesis presents a comparative analysis between two approaches for enfor-
cing passivity in linear time intransient (LTI) models obtained from system identification using
experimental frequency domain data. Experimental frequency response data from a transformer
was used, and identification techniques based on the Vector Fitting algorithm were employed to
derive equivalent rational representations. From these models, the presence of passivity violati-
ons was assessed and two perturbative correction methods were applied: the Positive Realness
based method available in the MATLAB enviroment with the Matrix Fitting Toolbox, and the Po-
sitive Fractions method, developed in this work using the convex optimization package CVX.
The results showed that both methods successfully ensured the passivity of the models, with
the Positive Realness based approach achieving lower average error and better adherence to
the original measurements. The Positive Fractions method, on the other hand, exhibited higher
error. Nevertheless, its implementation proved functional in single-input single-output (SISO) ca-
ses and contributes to the advancement of passive modeling techniques, providing a foundation
for future applications in multiple-input multiple-output (MIMO) systems and integration with si-
mulation tools.

Keywords: passivity; vector fitting; positive fractions; cvx.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 Problematização

O processo de modelagem matemática consiste na tradução de problemas reais em re-

lações matemáticas abstratas. Tais problemas podem ser de natureza física, biológica, química,

econômica, sociológica, geológica, entre outras (Eck; Garcke; Knabner, 2017). Assim, modelos

matemáticos são uma ferramenta poderosa para a análise de problemas complexos e gene-

ralistas. Além disso, suas aplicações são vastas, podendo ser implementados em áreas como

simulação, predição e projeto de sistemas de controle (Aguirre, 2007).

Sendo assim, uma grande área que faz o uso constante de conceitos de modelagem

matemática é a teoria de sistemas. Para entender mais sobre essa área, é preciso compreen-

der o que são sistemas e como eles podem ser caracterizados. Zadeh (1962) parte da definição

do dicionário Webster, chegando à conclusão de que qualquer conjunto de elementos que inte-

ragem entre si pode ser chamado de sistema, desde partículas que se atraem até humanos em

sociedade. Tal definição é bastante generalista, assim como a definição de modelagem de Eck,

Garcke e Knabner (2017) abordada anteriormente.

Mais especificamente no cenário da área de controle, os sistemas podem ser vistos

como processos que respondem a sinais de entrada e geram outros sinais de saída (Oppe-

nheim; Willsky, 2010). A teoria de sistemas, então, apresenta maior preocupação em extrair

relações matemáticas que podem ser estabelecidas nesses sistemas, independentemente de

suas formas físicas. Dentre os tópicos de estudo dessa área, está a identificação de sistemas,

que se preocupa em determinar a classe específica de um sistema baseando-se em observa-

ções de suas entradas e saídas (Zadeh, 1962).

De acordo com Aguirre (2007), as técnicas de identificação de sistemas podem ser sepa-

radas em três grandes grupos. Primeiramente, a modelagem caixa branca parte exclusivamente

do uso de leis físicas e relações matemáticas que regem o sistema analisado. Para tal, é preciso

ter amplo conhecimento sobre a natureza do processo e as variáveis que podem influenciá-la.

Esse é, também, o grande limitador dessa categoria, visto que a dificuldade técnica para sua

aplicação cresce junto com a complexidade do sistema estudado, tanto em relação ao entendi-

mento da teoria necessária, quanto em relação ao tempo necessário para sua implementação.

No outro lado do espectro, a modelagem caixa preta é feita somente a partir da ob-

servação dos sinais de entrada e de saída do sistema. Assim, o levantamento do modelo é

feito de modo empírico, sem a necessidade de qualquer conhecimento prévio sobre o sistema

analisado. Finalmente, a modelagem caixa cinza dá-se pelo uso de dados ou informações que

complementam as informações de entrada e saída do sistema, mas não o descrevem comple-

tamente por si só; logo, essa categoria pode ser vista como intermediária entre a modelagem

caixa branca e modelagem caixa preta.
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Neste trabalho será explorado um algoritmo de identificação caixa preta chamado vec-

tor fitting, tendo em vista sua robustez, eficiência e ampla disseminação na comunidade de

identificação de sistemas no domínio da frequência (Gustavsen; Semlyen, 1999).

Assim, os sistemas podem apresentar diversas propriedades que os caracterizam e de-

finem como suas respostas comportam-se em relação a entradas específicas. Neste trabalho

será feita uma análise da passividade de sistemas. Para defini-la, pode-se partir do conceito

de estabilidade. Segundo Nise (2013), a estabilidade pode ser definida usando a condição de

entrada limitada e saída limitada (BIBO), que diz que um sistema será estável se, ao se fornecer

entradas entradas limitadas e finitas, as saídas também serão limitadas e finitas.

Ao contrário da passividade, a estabilidade não possui a propriedade de fechamento al-

gébrico. Isso significa que a interligação de sistemas estáveis nem sempre resulta em outro sis-

tema estável. Dessa forma, a passividade pode ser vista como uma generalização do conceito

de estabilidade, motivo pelo qual ela pode ser chamada, também, de super-estabilidade (Udwa-

dia, 2005). Um sistema é dito passivo quando ele apenas armazena ou dissipa energia, ou seja,

é um sistema que não produz energia e, portanto, todo sistema passivo será estável, enquanto

a recíproca não é verdadeira. Além disso, a passividade também garante o fechamento algé-

brico das operações com o sistema, ou seja, qualquer tipo de interligação de sistemas passivos

sempre gera outros sistemas igualmente passivos (Willems, 2007).

Ademais, tendo em vista que a passividade implica tanto estabilidade quanto causali-

dade de sistemas, apesar da recíproca não ser verdadeira, a passividade pode ser vista como

a propriedade mais forte e geral dentre as três. Entretanto, a verificação da passividade de um

sistema é tecnicamente mais complexa e sua imposição, ao contrário da estabilidade e causali-

dade, não é feita na maior parte dos procedimentos de identificação de sistemas.

Modelos com violação de passividade podem apresentar uma boa resposta segundo

métricas tradicionais, mas também levantar respostas muito adversas em aluns cenários, como

demonstrado pelo exemplo da Figura 1. Nesse gráfico, pode-se observar que a resposta do

modelo com violação de passividade (em azul) apresentou resultados instáveis na simulação,

enquanto o modelo passivo (em vermelho) apresentou simulações mais coerentes com as me-

dições reais (em verde).

A violação de passividade pode ser resolvida a partir de métodos de imposição de

passividade. Tais procedimentos são formulados de maneira perturbativa ou não perturbativa.

Métodos perturbativos procuram encontrar perturbações paramétricas mínimas que, quando

aplicadas no modelo não passivo, tornam-o passivo. Métodos não perturbativos, por sua vez,

procuram encontrar um novo modelo via estimação de parâmetros com restrições de passivi-

dade. Assim, embora ambos resultem em modelos passivos, métodos perturbativos possuem

a característica de se aproximar de um modelo de base enquanto métodos não perturbativos

aproximam-se de dados de medição. Com isso, neste trabalho serão analisados dois métodos

perturbativos de imposição de passividade, o primeiro se baseia na perturbação de autovalores

da função de transferência do sistema e possui uma implementação em código aberto (Gustav-

sen, 2009) na rotina RPdriver.m, em MATLAB. Essa implementação é consolidada e validada
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Figura 1 – Comparação de simulações de um modelo não passivo e um passivo

Fonte: Adaptado de Gustavsen (2008).

por outros trabalhos acadêmicos, como em Achkar et al. (2025) e Mouhaidali et al. (2021). Para

o segundo método, chamado de Método das Frações Positivas, será feita uma implementação

própria em MATLAB, cuja resposta será comparada com a resposta do primeiro método.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

Aplicar os conceitos de verificação e imposição de passividade por meio da implementa-

ção e validação de um algoritmo de imposição de passividade baseado no método das frações

positivas.

1.2.2 Objetivos Específicos

1. Revisar a bibliografia do estado da arte no campo de identificação de modelos passi-

vos;

2. Análise exploratória da passividade dos dados disponíveis;

3. Realizar a identificação de sistemas para os dados disponíveis via aplicação do vector

fitting;

4. Realizar a imposição de passividade de forma perturbativa por meio da rotina RPdri-

ver.m;

5. Implementar um algoritmo de imposição de passividade de forma perturbativa a partir

do método das frações positivas;
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6. Validar a implementação desenvolvida, pela comparação dos modelos resultantes dos

dois métodos;

1.3 Justificativa

Tendo em vista a importância das técnicas e processos de modelagem de sistemas di-

nâmicos para diversas áreas nos tempos atuais para o desenvolvimento tecnológico e científico,

esse trabalho visa explorar a passividade de modelos matemáticos de sistemas.

A representação matemática precisa de sistemas físicos é um elemento fundamental

para análises, simulações e estudos de desempenho em diversos ramos da engenharia. Como

qualquer sistema dinâmico físico possui comportamento intrinsecamente passivo, ou seja, inca-

paz de gerar energia espontaneamente, a técnicas de verificação de passividade são ferramen-

tas poderosas para filtragem de dados de boa qualidade, visto que elas podem explicitar erros

de medição, ruídos, limitações do equipamento ou inadequações na ordem do modelo resultem

em violações de passividade, comprometendo a estabilidade e a utilidade do modelo final.

Ademais, garantir a passividade de modelos a partir de técnicas de imposição de passi-

vidade em ambientes industriais e de pesquisa é essencial para evitar instabilidades numéricas

em simulações de transitórios eletromagnéticos e para assegurar coerência física em aplica-

ções avançadas, como gêmeos digitais (digital twins) e sombras digitais (digital shadows). Nes-

sas aplicações, modelos matemáticos são constantemente atualizados ou validados a partir de

dados reais, e devem refletir com alta fidelidade o comportamento físico do sistema represen-

tado. Um modelo não passivo pode levar a predições incorretas, divergência numérica e falhas

no processo de tomada de decisão automatizada.

Os gêmeos digitais, em especial, dependem de modelos estáveis e energeticamente

coerentes para simular, prever e otimizar o funcionamento de ativos industriais em tempo real.

Transformadores, inversores, motores, sistemas de distribuição e redes de alta tensão são fre-

quentemente monitorados por meio de tais tecnologias. Sem a garantia de passividade, um

gêmeo digital pode apresentar oscilações artificiais, regimes instáveis ou respostas fisicamente

impossíveis, prejudicando análises preditivas e estratégias de manutenção. Assim, a verificação

e imposição de passividade tornam-se elementos chave para a confiabilidade dos sistemas de

monitoramento avançado.

Da mesma forma, sombras digitais, que funcionam como representações continuamente

alimentadas por dados reais, mas com menor complexidade que os gêmeos digitais completos,

também exigem modelos passivos. Nesses casos, a exigência é ainda mais crítica, pois as

sombras digitais costumam operar com modelos reduzidos e atualizados de forma incremental

— e pequenas violações de passividade podem ser amplificadas quando o modelo é utilizado

para simulações rápidas ou integradas a malhas de controle em tempo real.

Diante desse cenário, justifica-se o desenvolvimento e a avaliação de métodos de verifi-

cação e imposição de passividade aplicados a modelos identificados no domínio da frequência.

Mesmo quando o modelo identificado reproduz adequadamente o comportamento medido, qual-
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quer violação de passividade pode inviabilizar seu uso em aplicações críticas. Assim, este traba-

lho se justifica tanto pela importância fundamental da passividade na modelagem de sistemas

físicos quanto pela crescente necessidade de modelos confiáveis para aplicações avançadas

baseadas em dados, em especial os gêmeos digitais e as sombras digitais, consolidando sua

relevância científica, tecnológica e industrial.

1.4 Metodologia da Pesquisa

De acordo com a definição de Azevedo e Ensslin (2020), este trabalho consiste em

uma pesquisa teórica conceitual aplicada de natureza descritiva e lógica experimental. Primei-

ramente, foi feito um levantamento bibliográfico do estado da arte da modelagem de sistemas

passivos.

Então, foram utilizados dados experimentais de admitância de um transformador, obtidos

a partir de um analisador de rede vetorial (VNA). Os dados continham violações de passividade

causadas pela má calibração do VNA, que foram explicitadas a partir da análise dos autovalores

da parte real da resposta em frequência medida.

A partir desses dados, foi aplicada a rotina VFdriver.m, disponibilizada em código aberto

pela Fundação para Pesquisa Industrial e Técnica (SINTEF) na Matrix Fitting Toolbox do soft-

ware MATLAB. A ordem do modelo foi decidida com base nos critérios de escolha de Akaike

(AIC) e Bayes (BIC), bem como a forma corrigida do critério de Akaike (AICc) (Ljung, 1999),

que corrige a pontuação do AIC levando em conta a quantidade de dados usados. Eles são

calculados da seguinte forma:

𝐴𝐼𝐶 = 𝑁 log10

[︃
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

|(𝑦𝑖 − 𝑦𝑖)|2
]︃
+ 2𝑛𝑝 +𝑁 [log10(2𝜋) + 1], (1)

𝐵𝐼𝐶 = 𝑁 log10

[︃
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

|(𝑦𝑖 − 𝑦𝑖)|2
]︃
+ 𝑛𝑝 log10(𝑁) +𝑁 [log10(2𝜋) + 1], (2)

𝐴𝐼𝐶𝑐 = 𝐴𝐼𝐶 + 2𝑛𝑝
𝑛𝑝 + 1

𝑁 − 𝑛𝑝 − 1
. (3)

em que 𝑁 é a quantidade de pontos de frequência medidos, 𝑦𝑖 é a resposta em frequência origi-

nal, 𝑦𝑖 é a resposta em frequência do modelo e 𝑛𝑝 é a ordem do modelo. Assim, esses critérios

avaliam os modelos penalizando o erro apresentado e sua complexidade, com base na ordem,

de forma que valores mais baixos indicam modelos que apresentam um melhor compromisso

entre complexidade e precisão. Com isso, foi obtido um modelo estável e causal, mas ainda com

as violações de passividade presentes nos dados.

Então, foi feita a aplicação da rotina RPdriver.m, também disponibilizada na Matrix Fit-

ting Toolbox, que faz a imposição de passividade no modelo identificado. Também foi feita a
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imposição de passividade utilizando a implementação desenvolvida com base no método das

frações positivas. Os modelos resultantes foram comparados quantitativamente usando a raiz

quadrada do erro quadrático médio (RMSE) e sua versão normalizada pela largura da faixa de

respostas dos dados (NRMSE). Esses erros são calculados das seguintes formas:

𝑅𝑀𝑆𝐸 =

⎯⎸⎸⎷ 1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑌 (𝜔𝑖)− 𝑌 (𝜔𝑖))2; (4)

𝑁𝑅𝑀𝑆𝐸 =
𝑅𝑀𝑆𝐸

|max(𝑌 (𝜔))−min(𝑌 (𝜔))|
, (5)

em que 𝑛 é a quantidade de pontos de frequência, 𝑌 (𝜔𝑖) é a resposta em frequência dos dados

originais e 𝑌 (𝜔𝑖) é a resposta em frequência do modelo.

Feita essa escolha, serão usados dados externos no domínio da frequência e algoritmos

de código aberto assim como uma implementação própria para o desenvolvimento de modelos

matemáticos. Tais modelos serão analisados quantitativamente via simulações computacionais

e ensaios experimentais de transitórios.
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2 DESENVOLVIMENTO

Nesse capítulo será feita uma introdução aos processos de aquisição de dados e ao al-

goritmo vector fitting, que será usado para a identificação de sistemas no domínio da frequência.

Após isso, será apresentada a propriedade da passividade, as etapas de verificação e imposição

de passividade e os métodos que serão usados nesse trabalho. Finalmente, será apresentado

um pacote de otimização convexa no ambiente do MATLAB (CVX).

2.1 Aquisição de dados

Para a identificação de modelos no domínio da frequência, é necessário obter a resposta

em frequência do sistema em uma banda de frequências. Para isso, usa-se um analisador de

rede vetorial (VNA).

O VNA é conectado ao dispositivo em teste (DET) por meio de duas portas que servem

como entradas e saídas do sistema. A partir dessas portas, o VNA gera sinais e mede suas

reflexões e transmissões pelo equipamento. Como ambas as portas atuam como transmissores

e receptores, são obtidas quatro medições, como mostra a Figura 2.

Figura 2 – Diagrama de medições de um VNA (DET representa o dispositivo em teste)

Fonte: Adaptado de Tektronix (2017).

Por conta da dificuldade de medir tensões e correntes em altas frequências, usam-se

os parâmetros de espalhamento para caracterizar os equipamentos. Para um sistema de duas

portas e considerando que os sinais são totalmente absorvidos pela carga de referência 𝑍0,

eles são definidos pelas Equações (6), (7), (8) e (9) (Tektronix, 2017).

𝑆11 =
𝑏1
𝑎1

, (6)

𝑆21 =
𝑏2
𝑎1

, (7)

𝑆12 =
𝑏1
𝑎2

, (8)
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𝑆22 =
𝑏2
𝑎2

. (9)

Em que 𝑆𝑖𝑗 é o espalhamento do sinal gerado pela porta 𝑗 observado na porta 𝑖, 𝑏𝑖 é

o sinal recebido na porta 𝑖 e 𝑎𝑗 é o sinal transmitido pela porta 𝑗. Vale constar que todos esse

valores são fasores, ou seja, contém magnitudes e fases. A partir da matriz de espalhamento

𝑆 e do valor da impedância usada na medição 𝑍0, pode-se fazer a conversão para a matriz de

admitância 𝑌 .

𝑌 =
(︁√︀

𝑍0

)︁−1

(𝐼 − 𝑆) (𝐼 + 𝑆)−1
(︁√︀

𝑍0

)︁
. (10)

Em que
√
𝑍0 é uma matriz diagonal cujos valores da diagonal são iguais à raiz quadrada

da impedância de referência 𝑍0, comumente 50 Ω. De maneira análoga, também é possível

obter a matriz de impedância 𝑍 do sistema, visto que 𝑍 = 𝑌 −1. As matrizes de impedância e

admitância trazem interpretações elétricas mais usuais, visto que elas relacionam as tensões e

correntes do sistema.

𝐼 = 𝑌 𝑉 , (11)

𝑉 = 𝑍𝐼. (12)

Em que 𝐼 é o vetor de correntes e 𝑉 é o vetor de tensões. Nesse trabalho, serão usados

dados coletados por um VNA na forma de matrizes de admitância.

2.2 Vector Fitting

O Vector Fitting é um algoritmo de identificação de sistemas caixa preta no domínio da

frequência e é o mais consolidado nessa área. Introduzido em Gustavsen e Semlyen (1998) e

aprimorado em Gustavsen e Semlyen (1999), o vector fitting parte de um conjunto de dados co-

letados 𝑓(𝑠)|𝑠=𝑗𝜔𝑘
, sendo 𝑠 a variável do domínio das frequências complexas e 𝜔 a frequência.

A medição é feita dentro de um conjunto de frequências {𝑠𝑘} e assume-se que eles podem ser

representados por uma função de transferência na forma da Equação (13).

𝑓(𝑠) ≈
𝑁∑︁

𝑛=1

𝑐𝑛
𝑠− 𝑎𝑛

+ 𝑠ℎ+ 𝑑. (13)

A Equação (13) é formada por:

• 𝑁 : número de polos assumido a partir de uma análise inicial dos dados;

• {𝑎𝑛, 𝑐𝑛, ℎ, 𝑑}: parâmetros do modelo;
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A identificação dos polos 𝑎𝑛 na Equação (13) se trata de um problema não linear, visto

que os mesmos se encontram no denominador da equação. Assim, é útil usar um artifício para

aproximá-la a uma função linear. Para isso, monta-se a equação 𝜎(𝑠), que se relaciona com

𝑓(𝑠) das seguintes maneiras:

𝜎(𝑠) ≈
𝑁∑︁

𝑛=1

𝑐̃𝑛
𝑠− 𝑎̃𝑛

+ 1, (14)

𝜎(𝑠)𝑓(𝑠) ≈
𝑁∑︁

𝑛=1

𝑐𝑛
𝑠− 𝑎̃𝑛

+ 𝑠ℎ+ 𝑑 = 𝜎𝑓(𝑠). (15)

Na Equação (14), é definido um conjunto de polos 𝑎̃𝑛 que servirá como aproximação

inicial do modelo. Visto isso, multiplicando 𝑓(𝑠) na Equação (14), obtém-se:

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛
𝑠− 𝑎̃𝑛

+ 𝑠ℎ+ 𝑑 ≈

(︃
𝑁∑︁

𝑛=1

𝑐̃𝑛
𝑠− 𝑎̃𝑛

+ 1

)︃
𝑓(𝑠). (16)

Na Equação (16), as variáveis desconhecidas são 𝑐𝑛, ℎ, 𝑑 e 𝑐̃𝑛, logo, trata-se de um

problema linear. Para resolvê-lo, é feita a montagem matricial do problema:

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1

𝑠1 − 𝑎̃1
. . .

1

𝑠1 − 𝑎̃𝑛
𝑠1 1 − 𝑓1

𝑠1 − 𝑎̃1
. . . − 𝑓1

𝑠1 − 𝑎̃𝑛
...

. . .
...

...
...

...
. . .

...
1

𝑠𝑘 − 𝑎̃1
. . .

1

𝑠𝑘 − 𝑎̃𝑛
𝑠𝑘 1 − 𝑓𝑘

𝑠𝑘 − 𝑎̃1
. . . − 𝑓𝑘

𝑠𝑘 − 𝑎̃𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  

𝐴

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐1
...

𝑐𝑛

ℎ

𝑑

𝑐̃1
...

𝑐̃𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  
𝑥

≈

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑓1
...

𝑓𝑘

⎤⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  
𝑦

. (17)

Tendo um problema do tipo 𝐴𝑥 ≈ 𝑦, usa-se o método dos mínimos quadrados para

se obter o vetor de parâmetros do modelo 𝑥 que gera o resultado mais próximo possível de

𝑦. Tendo em vista que 𝐴 não é uma matriz quadrada e, consequentemente, não é invertível,

usa-se o operador pseudo-inversa (†) para se obter uma inversa à esquerda. Como 𝐴 possui

colunas linearmente independentes, sua pseudo-inversa é calculada pela Equação (18) (Gre-

ville, 1959).

𝐴† = (𝐴⊺𝐴)−1𝐴⊺ (18)
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Assim, 𝑥 ≈ 𝐴†𝑦 traz os valores que melhor aproximam as variáveis desconhecidas da

Equação (16) para o conjunto de dados 𝑦.

Com tais valores, observa-se que:

𝑓(𝑠) ≈ 𝜎𝑓(𝑠)

𝜎(𝑠)
. (19)

Escrevendo as Equações (14) e (15) fatoradas em zeros e polos:

𝑓(𝑠) ≈

𝑁+1∏︀
𝑛=1

(𝑠− 𝑧𝑛)

��
����𝑁∏︀

𝑛=1

(𝑠− 𝑎̃𝑛)

�
���

��𝑁∏︀
𝑛=1

(𝑠− 𝑎̃𝑛)

𝑁∏︀
𝑛=1

(𝑠− 𝑧𝑛)

=

𝑁+1∏︀
𝑛=1

(𝑠− 𝑧𝑛)

𝑁∏︀
𝑛=1

(𝑠− 𝑧𝑛)

. (20)

Nota-se, então, que os zeros de 𝜎(𝑠) são aproximações dos polos de 𝑓(𝑠). Com isso,

pode-se fechar um laço iterativo usando o conjunto 𝑧𝑛 como novos polos na Equação (16) e

resolver o sistema linear novamente. Cada iteração leva o conjunto 𝑧𝑛 mais próximo ao conjunto

de polos verdadeiro 𝑎𝑛.

Quando se atinge a precisão desejada, basta usar o conjunto aproximado no lugar de

𝑎𝑛 na Equação (13) e resolver o sistema linear uma última vez. Dessa forma, faz-se:

𝑓(𝑠) ≈
𝑁∑︁

𝑛=1

𝑐𝑛
𝑠− 𝑧𝑛

+ 𝑑+ 𝑠ℎ. (21)

Para otimizar a convergência do vector fitting, é preciso fazer uma boa escolha do con-

junto inicial de polos 𝑎̃𝑛. Isso é feito a partir da análise inicial dos dados de 𝑓(𝑠). Caso a função

seja suave, isto é, sem picos de ressonância, como na Figura 3, polos reais espaçados linear-

mente no domínio da frequência são ideais. Caso haja picos de ressonância, como na Figura 4,

é mais eficaz usar polos complexos levemente atenuados, com parte real cerca de 100 vezes

menor que a parte imaginária, e espaçados em escala logarítmica nas frequências (Gustavsen;

Semlyen, 1999).

Figura 3 – Exemplo de uma função suave

Fonte: Adaptado de Gustavsen e Semlyen (1999).
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Figura 4 – Exemplo de uma função não suave

Fonte: Adaptado de Gustavsen e Semlyen (1999).

No caso de funções não suaves, os polos iniciais indicados são pares de complexos

conjugados 𝑝 = 𝛼 ± 𝑗𝛽, com 𝛽 distribuído linearmente dentro da banda de frequência de

interesse e 𝛼 = 𝛽
100

. Em funções suaves, os polos indicados são reais e espaçados linear ou

logaritmicamente em função da frequência.

Além disso, uma análise inicial do sistema pode ajudar a obter um modelo com esta-

bilidade e causalidade mais coerentes com o sistema analisado. Por exemplo, caso o sistema

seja causal, zerar o termo ℎ nas relações matemáticas garante que o modelo final também seja

causal.

A Equação (21) aplica-se para o caso SISO. Porém, é possível fazer ajustes para satisfa-

zer casos MIMO (Gustavsen, 2002). Para tal, busca-se aproximar não apenas uma função 𝑓(𝑠),

mas uma matriz de funções 𝐹 (𝑠), em que 𝑄 representa o número de saídas e 𝑃 representa o

número de entradas.

𝐹 (𝑠) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑓1,1(𝑠) 𝑓1,2(𝑠) . . . 𝑓1,𝑃 (𝑠)

𝑓2,1(𝑠) 𝑓2,2(𝑠) . . . 𝑓2,𝑃 (𝑠)
...

...
. . .

...

𝑓𝑄,1(𝑠) 𝑓𝑄,2(𝑠) . . . 𝑓𝑄,𝑃 (𝑠)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =
𝑁∑︁

𝑛=1

𝐶𝑛

𝑠− 𝑎̃𝑛
+ 𝑠𝐻 +𝐷, (22)

𝑓𝑖𝑗(𝑠) =
𝑁∑︁

𝑛=1

𝑐𝑖𝑗𝑛
𝑠− 𝑎̃𝑛

+ 𝑠ℎ𝑖𝑗 + 𝑑𝑖𝑗. (23)

Nas Equações (22) e (23), 𝑖 refere-se ao índice da linha referida e 𝑗 refere-se ao índice

da coluna referida. Percebe-se que o único termo que independe de 𝑖 e 𝑗 é 𝑎̃𝑛. Isso significa

que a aproximação resultante do vector fitting assume polos comuns para todas as entradas e

saídas. Assim, é possível empilhar todos os termos de 𝐹 (𝑠) em uma única coluna e realizar o

mesmo procedimento da Equação (17) para identificar os componentes 𝑓𝑖𝑗(𝑠) individualmente.

Outra abordagem para resolver o caso MIMO é realizar a identificação do sistema linha a linha,

𝑃 sistemas MISO, ou coluna a coluna, 𝑄 sistemas SIMO, e remontar a realização MIMO.
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Nesse trabalho, será utilizado o algoritmo em MATLAB disponibilizado publicamente pela

Fundação para Pesquisa Industrial e Técnica (SINTEF) (Gustavsen, 2008). Nele, é feita uma

aplicação do vector fitting otimizada para alocação mais rápida dos polos, baseada em Gustav-

sen (2006) e Deschrijver et al. (2008).

2.3 Passividade

Assegurar a passividade de um modelo é importante para manter suas propriedades

condizentes com a realidade. Assim, as simulações e previsões baseadas nele são mais confiá-

veis. Além disso, a passividade apresenta a propriedade de fechamento algébrico. Isso significa

que qualquer conexão de sistemas passivos resulta em um sistema passivo. Logo, é possível

fazer integrações complexas envolvendo diferentes modelos passivos sem que essa proprie-

dade seja perdida na topologia final. Ademais, a passividade é uma condição suficiente para a

causalidade e estabilidade do modelo, enquanto a recíproca não é verdadeira. Logo, assegurar

a passividade de um modelo também assegura sua causalidade e estabilidade.

Tendo em vista essas motivações, garantir a passividade de um modelo identificado é

benéfico. Portanto, durante a aplicação do vector fitting é possível assegurar que o modelo

resultante do ajuste seja causal, ao zerar a variável ℎ da Equação (15), e estável, ao manter as

partes reais dos polos alocados negativas. Porém, a passividade não é assegurada durante o

processo de ajuste. Assim, o modelo obtido a partir do vector fitting pode apresentar passividade

acidentalmente, mas não há garantia disso, logo, cabe ao usuário fazer a verificação e imposição

de passividade em uma etapa de pós-processamento do modelo.

2.3.1 Verificação de Passividade

A passividade é uma propriedade definida a partir da energia de um sistema, mais es-

pecificamente, o sistema analisado pode somente dissipar energia das suas entradas e, logo,

não pode gerar saídas com maior energia. O método de verificação de passividade de um sis-

tema depende da maneira como o sistema é representado. Nesse trabalho, serão discutidos

dois métodos: um no domínio da frequência, na forma de uma matriz de transferência e outro,

independente da frequência, no espaço de estados.

2.3.1.1 Métodos Dependentes da Frequência

Uma maneira simples de averiguar a passividade de um sistema se dá ao avaliar se

a parte real da sua matriz de admitância é positivo definida. Isso ocorre quando todos os seus

autovalores são positivos para todos os pontos do domínio de Laplace. Esse método de verifica-

ção de passividade é chamado de positive realness. Para o caso de uma matriz de admitância

𝑌 (𝑠), isto é:
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𝜆(Re{𝑌 (𝑠)}) = 𝜆(𝐺(𝑠)) > 0, ∀𝑠 ∈ C. (24)

Na Equação (24) 𝐺(𝑠) é a parte real da matriz de admitância e a função 𝜆 calcula seus

autovalores. Em situações práticas, a avaliação de todos os pontos do domínio de Laplace é

impossível, tendo em vista que o processamento é sempre discreto. Em conjuntos de dados de

respostas em frequência finitos, porém, é possível aplicar o método de positive realness, visto

que se precisa avaliar a matriz admissão apenas nas frequências medidas.

Dessa maneira, o método de positive realness pode ser usado para assegurar a passi-

vidade em medições de respostas em frequência. Com isso, é possível fazer a validação das

medições antes mesmo de fazer a identificação de um modelo. Esse é um passo importante,

pois realizar a imposição de passividade em modelos gerados a partir de dados não passivos

não traz os resultados esperados e pode afetar a precisão do modelo final.

2.3.1.2 Métodos Independentes da Frequência

Como visto anteriormente, a Equação (24) pode ser usada quando se tem um conjunto

discreto de pontos no domínio de Laplace. Porém, é desejável assegurar a passividade do

modelo identificado em todo o domínio de Laplace, para garantir seu bom funcionamento em

pontos não contemplados pelas medições iniciais. A Figura 5 representa a possibilidade da

passividade ser violada entre pontos de frequência não observados. Isso é demonstrado pelos

intervalos em que os autovalores calculados são negativos.

Figura 5 – Exemplo de violação de passividade entre pontos de frequência medidos

Fonte: Adaptado de Morales et al. (2018).

Assim, pode-se usar do lema positivo real (PRL) (Ferrante, 2005) para fazer a avaliação

de uma realização em espaço de estados do modelo identificado. Ele é dado da seguinte forma:

Ψ =

⎡⎣−𝐴⊺𝑃 − 𝑃𝐴 −𝑃𝐵 +𝐶⊺

−𝐵⊺𝑃 +𝐶 𝐷 +𝐷⊺

⎤⎦ =

⎡⎣−𝐴⊺𝑃 − 𝑃𝐴 −𝑃𝐵 +𝐶⊺

(−𝑃𝐵 +𝐶⊺)⊺ 𝐷 +𝐷⊺

⎤⎦ ≻ 0. (25)
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Na Equação (25), o símbolo ≻ indica que todos os autovalores da matriz Ψ devem

ser positivos, ou seja, Ψ de ser positivo definida. As matrizes 𝐴, 𝐵, 𝐶 e 𝐷 são as matrizes

da realização em espaço de estados e a matriz 𝑃 é uma matriz simétrica positivo definida

qualquer.

Vale ressaltar que, ao se encontrar uma matriz 𝑃 que satisfaça a Equação (25), a passi-

vidade é garantida para todas as frequências, assim, o modelo será passivo até em pontos não

contemplados pelos dados usados para identificação.

2.3.2 Imposição de Passividade

Após identificar um modelo a partir do vector fitting e verificar que a passividade é vio-

lada, pode-se implementar um pós-processamento do modelo, denominado imposição de pas-

sividade. Nesse trabalho, serão analisadas duas maneiras de fazer essa imposição. A primeira

aplica pequenas perturbações determinísticas nas matrizes da Equação (22) de forma que elas

passem a seguir as restrições do positive realness, vide Equação (24). O instituto SINTEF dis-

ponibilizou uma implementação desse método de imposição de passividade em MATLAB (Gus-

tavsen, 2009). Essa implementação será usada no Capítulo 3 para a avaliação desses métodos.

A segunda maneira de imposição de passividade que será analisada é baseada no mé-

todo das frações positivas. Ela baseia-se em fazer uma identificação dos resíduos do vector

fitting de maneira que todas as frações da Equação (22) sejam positivas. Como será anali-

sado posteriormente, esse método é menos custoso computacionalmente quando comparado

ao método baseado em perturbações, mas pode levar a soluções sub ótimas.

2.3.2.1 Método Baseado na Positive Realness

Dado um modelo na forma de funções racionais, de acordo com a Equação (22), que

não obedece a condição de positive realness, da Equação (24), deseja-se encontrar uma matriz

de perturbações Δ𝑌 tal que (Gustavsen, 2007):

Δ𝑌 =
𝑁∑︁

𝑛=1

Δ𝐶𝑛

𝑠− 𝑎̃𝑛
+Δ𝐷 + 𝑠Δ𝐸 ≈ 0; (26)

𝜆

(︃
Re

{︃
𝑁∑︁

𝑛=1

Δ𝐶𝑛

𝑠− 𝑎̃𝑛
+Δ𝐷

}︃)︃
> 0; (27)

𝜆(𝐷 +Δ𝐷) > 0; (28)

𝜆(𝐸 +Δ𝐸) > 0. (29)

Nessas equações, 𝐷, 𝐸 e 𝑎̃𝑛 são parâmetros do modelo e Δ𝐶𝑛, Δ𝐷 e Δ𝐸 são

as perturbações calculadas. Essas condições visam garantir que o modelo resultante após a
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aplicação da perturbação Δ𝑌 em 𝑌 será passivo, enquanto se minimiza as alterações no

modelo original. Tal problema é resolvido da seguinte forma:

min
Δ𝑥

1

2
(Δ𝑥⊺𝐴⊺

𝑠𝑦𝑠𝐴𝑠𝑦𝑠Δ𝑥), sujeito a

𝐵𝑠𝑦𝑠Δ𝑥 < 𝑐.

(30)

Nessa equação, Δ𝑥 contem os valores das perturbações necessárias, ou seja, os valo-

res de Δ𝐶𝑛, Δ𝐷 e Δ𝐸. Esse problema de otimização é resolvido via programação quadrá-

tica.

Esse método se baseia na condição de positive realness, que é uma condição suficiente

e necessária. Isso significa que a solução do problema de otimização é, de fato, ótimo. Porém,

para isso, é necessário otimizar muitos parâmetros em Δ𝑥, que escala com a ordem do sistema

e sua quantidade de entradas e saídas, o que pode provar-se custoso computacionalmente.

Uma implementação desse método está disponível em código aberto na rotina de MA-

TLAB RPdriver.m (Gustavsen, 2009). Tendo em vista que esse pacote é bastante validado e

robusto, essa rotina será usada em conjunto com a rotina VFdriver.m, disponível no mesmo

pacote, para se obter modelos que representam o estado da arte da imposição de passividade.

2.3.2.2 Método Baseado em Frações Positivas

Outra maneira de garantir que a função da Equação (22) seja passiva dá-se ao garantir

que todos os seus termos sejam positivos. Então, pode-se fazer a expansão do somatório e

impor a passividade em cada um dos termos individualmente. Isso é análogo a observar o

sistema como um conjunto de subsistemas ligados em paralelo, como representado na Figura

6.

Figura 6 – Representação da expansão usada no método das frações positivas

∑︀𝑁
𝑛=1

𝑐𝑛
𝑠− 𝑎̃𝑛

≡ ...

𝑐2
𝑠− 𝑎̃2

𝑐1
𝑠− 𝑎̃1

𝑐𝑁−1

𝑠− 𝑎̃𝑁−1

𝑐𝑁
𝑠− 𝑎̃𝑁

+

Fonte: Autoria própria.

Assim, devido a propriedade de fechamento algébrico, pode-se impor a passividade em

todas as 𝑁 frações resultantes e realizar o somatório desses termos passivos para obter-se um
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modelo passivo. A utilidade dessa estratégia torna-se evidente ao observar-se a simplicidade

de realizar a imposição de passividade nos termos separadamente. Separando o conjunto de

polos reais do conjunto de polos complexos conjugados, obtém-se (Tommasi et al., 2008):

𝑌 (𝑠) = 𝑎0 +
𝑁𝑟∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑠− 𝑝𝑛

+
𝑁𝑐∑︁
𝑚=1

𝑠𝑏𝑚 + 𝑐𝑚
𝑠2 + 𝑠𝑑𝑚 + 𝑒𝑚

. (31)

Na Equação (31), 𝑁𝑟 é o número de polos reais no modelo e 𝑁𝑐 é o número de pares

de polos complexos conjugados no modelo. Os termos individuais serão positivos caso 𝑎𝑛 ≥ 0

para 𝑛 ∈ {1,2, . . . ,𝑁𝑟} e 𝑐𝑛 ≥ 0 e 𝑏𝑛𝑑𝑛 ≥ 𝑐𝑛 para 𝑛 ∈ {1,2, . . . ,𝑁𝑐}. Assim, o método das

frações positivas procura resolver o problema de otimização:

min
{𝑎𝑛,𝑏𝑛,𝑐𝑛}

𝐾∑︁
𝑘=1

(𝑌 (𝑠𝑘)− ̃︀𝑌 (𝑠𝑘))
2, sujeito a

𝑎𝑛 ≥ 0 ∀𝑛 ∈ {1,2, . . . ,𝑁𝑟},

𝑐𝑛 ≥ 0 ∀𝑛 ∈ {1,2, . . . ,𝑁𝑐},

𝑏𝑛𝑑𝑛 ≥ 𝑐𝑛 ∀𝑛 ∈ {1,2, . . . ,𝑁𝑐},

(32)

em que 𝑌 (𝑠𝑘) é o conjunto de dados original e ̃︀𝑌 (𝑠𝑘) é o conjunto de resultados do modelo

passivo. Então, visa-se minimizar o erro quadrático do modelo, enquanto se mantém todas as

frações positivas. De maneira perturbativa, o problema de otimização torna-se:

min
{Δ𝑎𝑛,Δ𝑏𝑛,Δ𝑐𝑛}

||∆𝑅𝑛||, sujeito a

𝑎𝑛 +∆𝑎𝑛 ≥ 0 ∀𝑛 ∈ {0,1, . . . ,𝑁𝑟},

𝑐𝑛 +∆𝑐𝑛 ≥ 0 ∀𝑛 ∈ {1,2, . . . ,𝑁𝑐},

(𝑏𝑛 +∆𝑏𝑛)𝑑𝑛 ≥ 𝑐𝑛 +∆𝑐𝑛 ∀𝑛 ∈ {1,2, . . . ,𝑁𝑐}.

(33)

em que ∆𝑅𝑛 agrupa as perturbações ∆𝑎𝑛, ∆𝑏𝑛 e ∆𝑐𝑛 aplicadas em cada resíduo. Sendo

assim, é possível assegurar a passividade sem a inclusão de mais variáveis no problema de

otimização.

Por conta disso, o método das frações positivas facilita o processo de otimização, porém,

vale constar que ter todas as frações positivas é uma condição apenas suficiente, não necessá-

ria (Tommasi; Deschrijver; Dhaene, 2008). Isso significa que o resultado obtido por esse método

pode não ser um resultado ótimo quando comparado com resultados obtidos a partir de méto-

dos que se baseiam em condições suficientes e necessárias, como o método de perturbações

apresentado anteriormente.

A partir desses conceitos, será desenvolvida uma rotina em MATLAB para implementar

o método das frações positivas e fazer a imposição de passividade. As respostas dos modelos
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resultantes serão comparadas às respostas obtidas com o método anterior, para se validar o

algoritmo desenvolvido.

2.4 Pacote de Otimização Convexa (CVX)

Para resolver os problemas de otimização necessários, será utilizado o pacote de otimi-

zação convexa (CVX), baseado em Research (2012) e Grant e Boyd (2008), que é uma ferra-

menta disponível no software MATLAB que permite a construção em uma linguagem de mais

alto nível, como apresentada pela Equação (32). A partir do problema declarado em lingua-

gem de alto nível, o CVX faz as devidas transformações e aplica os solucionadores adequados,

facilitando a resolução.

Para tornar isso possível, o CVX requer que o usuário siga um conjunto de regras espe-

cíficas que garantem que o problema proposto é convexo e, assim, possui uma solução única.

Esse conjunto é chamado de conjunto de regras de programação convexa disciplinada (do in-

glês disciplined convex programming ruleset). As regras relevantes para o problema de imposi-

ção de passividade são:

• uma função convexa multiplicada por uma função afim ou constante é convexa;

• funções objetivo de minimização devem possuir argumentos convexos;

• restrições do tipo maior ou igual (≥) devem possuir uma função convexa à esquerda e

côncava à esquerda;

Vale comentar que o CVX já interpreta construções do tipo 𝐴 ≥ 𝑐, em que 𝐴 é uma

matriz e 𝑐 é uma constante qualquer, como 𝐴 ⪰ 𝑐, ou seja, todos os autovalores de 𝐴 são mai-

ores ou iguais a 𝑐. Isso facilita a verificação de matrizes semipositivo definidas, que é importante

para a generalização do processo de imposição de passividade para os casos MIMO.

Por isso, o CVX tornou-se uma ferramenta conceituada na área de otimização, sendo

usado em diversos artigos como Wong e Zhou (2023) e Usman e Ramdhani (2019). Para a

implementação prática, pode-se seguir os passos do manual produzido por Grant e Boyd (2024),

como o exemplo da Figura 7.

Figura 7 – Exemplo de implementação de mínimos quadrados no CVX

Fonte: Grant e Boyd (2024).
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Esse exemplo demonstra uma aplicação de mínimos quadrados que encontra um vetor

de parâmetros 𝑥 que melhor aproxima a matriz 𝐴 do vetor 𝑏, enquanto mantém os elementos

de 𝑥 entre os limites 𝑙 e 𝑢, que podem ser constantes ou vetores de mesma dimensão de 𝑥.

Assim, é possível perceber que um problema complexo pode ser resolvido de maneira trivial e

com uma linguagem de alto nível com o CVX.

2.5 Resumo dos Procedimentos

A Figura 8 traz um resumo do procedimento de modelagem de sistemas passivos con-

templado nesse trabalho. Primeiro, faz-se a aquisição de dados no domínio da frequência. Então

faz-se o ajuste de um modelo inicial a esses dados com o vector fitting. Com o modelo, faz-se a

verificação e a imposição de passividade, usando o método das frações positivas. Finalmente,

obtém-se um modelo passivo que pode ser usado para aplicações de simulação e controle de

sistemas.

Figura 8 – Fluxograma do procedimento para obtenção de modelos passivos

Fonte: Autoria própria.

Na Figura 8, em vermelho, é enfatizado o foco do presente trabalho, que é a imple-

mentação de técnicas de verificação e imposição de passividade em modelos no domínio da

frequência, com maior atenção no método das frações positivas.
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3 RESULTADOS E DISCUSSÕES

Nesse capítulo serão realizadas análises exploratórias de dados de resposta em

frequência de um transformador, explicitando as violações de passividade nas medições. Pos-

teriormente, também será feito ajuste de um modelo a essas medições a partir do vector fitting.

Esse modelo terá sua passividade verificada e imposta usando a rotina disponibilizada pelo ins-

tituto SINTEF e a rotina baseada no método das frações positivas desenvolvida. Os modelos

finais serão comparados com o objetivo de validar a implementação desenvolvida.

3.1 Análise Exploratória da Passividade dos Dados

Para fazer a implementação do algoritmo de imposição de passividade baseado no mé-

todo das frações positivas, foram usados dados de resposta em frequência de transformadores.

Os conjuntos de dados escolhidos já apresentam violações de passividade intencionais para se

observar seus efeitos.

Primeiramente, foi feita a verificação de passividade dos dados de acordo com o método

de positve realness, descrito na Equação (24). Nessa etapa, espera-se encontrar autovalores

negativos em frequências em que a passividade é violada. A Figura 9 revela o algoritmo usado

para isso.

Figura 9 – Código em MATLAB usado para a visualização das violações de passividade

Fonte: Autoria própria.

Os dados com violações de passividade usados foram traçados no gráfico da Figura

10. Uma inspeção rápida dessa figura não levanta muitas suspeitas sobre o conjunto de dados,

tendo em vista que parece adequada para um transformador. Assim, verificou-se os autovalores

associados à parte real de cada medição.

A Figura 11 traz os autovalores da parte real da resposta em frequência e marca, em

vermelho, as frequências onde esses autovalores são negativos e, logo, há violações de passivi-

dade nos dados coletados. Grande parte das violações ocorre em frequências acima de 1 MHz,

com a maior violação em 1,24 MHz, que apresenta um autovalor de -0,879. Tendo em vista que

transformadores são elementos elétricos passivos, tais violações indicam que houve problemas

durante a medição de sua resposta em frequência e esses dados apresentam incoerências.
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Figura 10 – Resposta em frequência do transformador

Fonte: Autoria própria.

Figura 11 – Autovalores da parte real dos dados de transformador

Fonte: Autoria própria.

3.2 Aplicação das Rotinas da Matrix Fitting Toolbox

Para identificar o modelo inicial, foi usada a rotina VFdriver.m, presente na Matrix Fitting

Toolbox (Gustavsen, 2009), que faz uma implementação otimizada do Vector Fitting. Com essa

rotina, é possível especificar polos iniciais, número de iterações e pesos, que são parâmetros

importantes para identificar um modelo que bem representa os dados.
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Tendo em vista que os dados apresentam violações de passividade, espera-se que o

modelo resultante da identificação também não seja passivo, então, a rotina RPdriver.m, da

mesma toolbox, será aplicada para fazer a imposição de passividade a partir da perturbação de

autovalores, de acordo com a Equação (30). O modelo resultante será visto como a referência

de imposição de passividade e usado para validar o algoritmo baseado em frações positivas

que será desenvolvido. Esses passos foram implementados de acordo com a Figura 12.

Figura 12 – Código em MATLAB usado para identificar um modelo e impor passividade a partir
de rotinas de código aberto consolidadas

Fonte: Autoria própria.

Foi necessário aplicar pesos inversamente proporcionais à magnitude das respostas

para representar melhor a dinâmica do sistema nas frequências mais baixas, particularmente

na largura de banda de 100 Hz a 10 kHz. Para encontrar a ordem que melhor representa o

modelo, foram feitos testes com ordens variando de 5 a 100 e foram usados os critérios de

escolha de Akaike (AIC), Bayes (BIC) e a forma corrigida do critério de Akaike (AICc) (Ljung,

1999). Os resultados são apresentados nas Figuras 13, 14 e 15.

Figura 13 – Critério de escolha de Akaike

Fonte: Autoria própria.

De acordo com os resultados das Figuras 13, 14 e 15, foi escolhido usar um modelo

com 26 polos, por apresentar menor pontuação e, logo, apresentar um bom compromisso entre

precisão e complexidade.
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Figura 14 – Critério de escolha de Bayes

Fonte: Autoria própria.

Figura 15 – AIC corrigido

Fonte: Autoria própria.

Pode-se perceber que o modelo obtido na Figura 16 faz uma boa aproximação da dinâ-

mica do sistema. Porém, tendo em vista que ele foi construído a partir de dados não passivos,

espera-se que ele possua violações de passividade parecidas com aqueles apresentados na

Figura 11.

A partir da análise da Figura 17, pode-se perceber que as violações de passividade pre-

sentes na Figura 11 nas bandas abaixo de 100 kHz foram suprimidas, enquanto as de maiores

frequências foram mantidas, com a mudança sutil da maior violação de passividade sendo o
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Figura 16 – Modelo do sistema SISO com 26 polos

Fonte: Autoria própria.

Figura 17 – Autovalores da parte real do modelo identificado

Fonte: Autoria própria.

autovalor de -0,853, ainda na frequência de 1,24 MHz. Isso confirma que o algoritmo do VF,

apesar de garantir a estabilidade e causalidade do modelo, não garante sua passividade e até

imita as violações apresentadas nos dados de origem.

Com isso, foi feita a aplicação da rotina RPdriver, disponibilizada pelo instituto SINTEF.

Essa é uma ferramenta conceituada que faz a aplicação de perturbações nos autovalores não

passivos de maneira iterativa até que a passividade seja alcançada.
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Figura 18 – Modelo do sistema SISO passivado pelo RPdriver

Fonte: Autoria própria.

Figura 19 – Autovalores da parte real do modelo perturbado com o RPdriver

Fonte: Autoria própria.

Observando a Figura 18, pode-se perceber que a resposta em frequência se manteve

próxima dos dados originais.

Para a comparação quantitativa dos modelos, foram usados a raiz quadrada do erro

quadrático médio (RMSE) e sua versão normalizada pela largura da faixa de respostas dos

dados (NRMSE).
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O RMSE do modelo não passivado foi de 0,0156 e seu NRMSE foi de 1,0642%. O RMSE

do modelo passivo foi de 0,1597 e seu NRMSE foi de 10,8954%, cerca de dez vezes maior.

Porém, como garantido pela Figura 19, o novo modelo é passivo em todas as frequências.

3.3 Método das Frações Positivas

Com um modelo passivado de referência, será feita a implementação baseada no mé-

todo das frações positivas de acordo com a Equação (33). Será usada a abordagem perturbativa

para que a comparação com o modelo passivo de referência seja mais coerente, tendo em vista

que a rotina RPdriver.m também traz uma abordagem perturbativa. A Figura 20 demonstra a

implementação dentro do ambiente do CVX.

Figura 20 – Código em MATLAB usado para implementar o problema de otimização do método
das frações positivas

Fonte: Autoria própria.

A partir do uso do código presente na Figura 20, foi obtido um vetor de perturbações

que, quando somado aos resíduos originais, tornam o modelo passivo. Os resultados foram:

Observando a Figura 21, pode-se perceber que a resposta em frequência do modelo das

frações positivas ficou mais longe dos dados originais que o modelo passivado pelo RPdriver,

apresentando um RMSE de 0,3156 e um NRMSE de 21,5357%, cerca de duas vezes maior que

o modelo passivado pelo RPdriver. Isso era esperado, tendo em vista que o método das frações

positivas não garante resultados ótimos, diferente do RPdriver. Dito isso, na Figura 22, pode-se

conferir que o novo modelo é passivo em todas as frequências, logo, o resultado obtido satisfaz

o proposto.

A Tabela 1 e a Figura 23 fazem a síntese dos resultados obtidos:
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Figura 21 – Modelo do sistema SISO passivado pelo método das frações positivas

Fonte: Autoria própria.

Figura 22 – Autovalores da parte real do modelo perturbado com o método das frações positivas

Fonte: Autoria própria.

Tabela 1 – Síntese dos resultados dos modelos
Método RMSE NRMSE (%) AIC BIC AICc Passivo
VFdriver 0,0156 1,0642 -1598,3 -1572,4 -1596,6 Não
RPdriver 0,1597 10,8954 240,3 266,8 242,0 Sim
Frações Positivas 0,3156 21,5357 778,9 804,7491 780,5693 Sim

Fonte: Autoria própria.
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Figura 23 – Erros ponto a ponto dos modelos

Fonte: Autoria própria.
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4 CONCLUSÃO

Neste trabalho de conclusão de curso foram aplicadas técnicas de identificação de sis-

temas no domínio da frequência, verificação de passividade e imposição de passividade, com o

objetivo de desenvolver e avaliar uma implementação baseada no método das Frações Positi-

vas. Foi possível analisar o comportamento de modelos matemáticos obtidos a partir de dados

experimentais de resposta em frequência de um transformador, cuja natureza passiva é conhe-

cida, mas cujos dados apresentavam violações de passividade.

A partir do uso da rotina VFdriver.m da Matrix Fitting Toolbox, obteve-se um modelo ra-

cional adequado para representar o sistema, preservando suas propriedades de estabilidade

e causalidade, porém mantendo as violações de passividade presentes nos dados. Para res-

tabelecer essa característica, foram comparados dois métodos perturbativos de imposição de

passividade: o método baseado na Positive Realness, implementado por meio da rotina RPdri-

ver.m da Matrix Fitting Toolbox, e o método das Frações Positivas, implementado neste trabalho

em ambiente MATLAB com suporte ao pacote de otimização CVX.

Os resultados mostraram que ambos os métodos foram capazes de eliminar as viola-

ções de passividade, garantindo que os modelos finais fossem passivos em todo o espectro

de frequências analisado. Entretanto, o método baseado na Positive Realness apresentou de-

sempenho superior, tanto em termos de erro médio (RMSE e NRMSE) quanto em fidelidade às

medições originais. O método das Frações Positivas resultou em maiores erros quando compa-

rado ao método anterior, mas isso já era esperado por conta da natureza não ótima das frações

positivas. Em termos de representabilidade dos dados originais, o método das frações positivas

mostrou-se fidedigno e trouxe resultados próximos ao desejado.

A análise dos resultados também permitiu constatar que a imposição de passividade,

embora essencial para a estabilidade e coerência física dos modelos, introduz inevitavelmente

uma degradação na precisão da resposta em frequência. Essa degradação, no entanto, pode

ser controlada pela escolha adequada da ordem do modelo e pela calibração dos parâmetros

de ponderação aplicados no processo de identificação. Também foi possível observar que os

pesos escolhidos e os métodos de normalização das matrizes de regressão usados são de

grande importância para a obtenção de bons modelos, tanto na etapa de identificação quanto

na imposição de passividade.

Com base nos experimentos e análises realizadas, conclui-se que a implementação do

método das Frações Positivas desenvolvida é uma alternativa viável para imposição de passi-

vidade, embora ainda careça de refinamento para alcançar desempenho semelhante à rotina

consolidada da Matrix Fitting Toolbox. Esse trabalho, contudo, contribui para o avanço das técni-

cas de modelagem passiva com base em algoritmos de otimização convexa e oferece um ponto

de partida para o desenvolvimento de novos algoritmos baseados nas Frações Positivas. Tendo

em vista que o trabalho contemplou apenas o caso SISO, sugere-se a expansão para o caso

MIMO para trabalhos futuros.
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